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摘  要：研究了商空间的性质，给出了有关商空间第一、第二同构定理和同态基本定理，
作为应用，证明了线性代数中的两个著名维数公式是它们的直接推论.
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Quotient Spaces and Applications
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（Mathematics Department of Wuyi University, Wuyishan, Fujian 354300）
Abstract: This paper investigates the properties of quotient spaces and obtains the first, second isomorphism theorems and homomorphism fundamental theorem. As the applications, we prove that two famous dimensional formulas in linear algebras are their corollaries.
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1. 商空间的概念
在近世代数，群理论中有商群的概念，环理论中有商环的概念. 类似地，在线性空间理论中我们可以有商空间的概念.
设W是数域P上线性空间V的子空间，利用W，可在V的向量向定义一个二元关系：
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命题 1.1 ～是V的一个同余关系.
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所在的等价类，容易证明
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∈W }. 这些等价类我们可称为子空向W的陪售，由于线性空间中的向量关于加法满足交换律，故不必区分左、右陪集.

下面考虑商集V∕W＝｛
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由命题1.1，容易证明这两个运算均是良好定义的. 根据线性空间的定义，容易验证V∕W关于这两个运算构成数域P上的一个线性空间.
定义1.2 如上定义的线性空间称为V关于W的商线性空间，简称商空间.
命题1.3 设V是
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[image: image71.wmf]r

维子空间，则商空间V∕W的维为
[image: image72.wmf]n

－
[image: image73.wmf]r

.

------------------------------------------------

基金项目：福建省自然科学基金资助项目(2006J0394)
作者简介：刘用麟，男，教授，博士，研究方向：逻辑代数、计算智能的数学基础

电话：13850909615，E-mail: ylliun@tom.com

证明：设
[image: image74.wmf]1

a

，…，
[image: image75.wmf]r

a

是W的基，将它扩充成V的一个基：
[image: image76.wmf]1

a

，…，[image: image77.wmf]r

a

，[image: image78.wmf]1

+

r

a

，…，
[image: image79.wmf]n

a

，

下证
[image: image80.wmf]1

+

r

a

，…，
[image: image81.wmf]n

a

是V∕W的一个基.
设
[image: image82.wmf]1

1

+

+

r

r

k

a

＋…＋[image: image83.wmf]0

=

n

n

k

a

，则
[image: image84.wmf]0

1

1

=

+

+

+

+

n

n

r

r

k

k

a

a

L

，于是
[image: image85.wmf]n

n

r

r

k

k

a

a

+

+

+

+

L

1

1

∈W，这样可设


[image: image86.wmf]n

n

r

r

k

k

a

a

+

+

+

+

L

1

1

＝
[image: image87.wmf]r

n

k

k

a

a

+

+

L

1

1

,

即                     
[image: image88.wmf]-

+

+

r

n

k

k

a

a

L

1

1



 EMBED Equation.3 [image: image89.wmf]0

1

1

=

-

-

+

+

n

n

r

r

k

k

a

a

L

.

由于
[image: image90.wmf]1

a

，…，
[image: image91.wmf]n

a

线性无关，可得
[image: image92.wmf]0

1

=

=

=

+

n

r

k

k

L

，即
[image: image93.wmf]1

+

r

a

，…，
[image: image94.wmf]n

a

线性无关.


[image: image95.wmf]h

"

∈V∕W，设
[image: image96.wmf]n

n

r

r

r

r

l

l

l

l

a

a

a

a

h

+

+

+

+

+

=

+

+

L

L

1

1

1

1

，则


[image: image97.wmf]=

+

+

-

+

+

)

(

1

1

n

n

r

r

l

l

a

a

h

L



 EMBED Equation.3  [image: image98.wmf]r

r

l

l

a

a

+

+

L

1

1

∈W.

于是


[image: image99.wmf]=

+

+

=

+

+

n

n

r

r

l

l

a

a

h

L

1

1



 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]n

n

r

r

l

l

a

a

+

+

+

+

L

1

1

.

因此我们证明了dim（V∕W）＝
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2. 同构定理

定义2.1  设V与V’是数域P上两个线性空间，f：V→V’是一个映射，若满足：
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则称f是线性空间V到V’的一个同态映射.

命题2.2  设f是线性空间V到V’的同态映射，则
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（2）f（－
[image: image115.wmf]a

）＝－f（
[image: image116.wmf]a

），

（3）f（
[image: image117.wmf]å

=

n

i

i

i

k

1

a

）＝
[image: image118.wmf]å

=

n

i

i

i

f

k

1

)

(

a

.

证明：易证.

命题2.3  设f是线性空间V到V’的同态映射，W是V的子空间，则f（W）＝

{ f（
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∈W} 是V’的子空间. 特别地，Im f ＝f（V）是V’的子空间，称为f的像.

证明：根据子空间判定方法易证.

命题2.4  设f是线性空间V到V’的同态映射，W’是V’的子空间，则f -1（W’）＝

{
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）＝0}是V的子空间，称为f的核.

证明：根据子空间判定方法易证.

定理2.5（第一同构定理）  设f是线性空间V到V’的满同态，W’是V’的子空间，则

V∕f -1（W’）≌ V’∕W’.

证明：令
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推论2.6（同态基本定理）  设V是一个线性空间，则V的任一商空间都是V的同态象. 反之，若V’＝f（V）是V的同态象，则V’≌V∕ ker f.

证明：前半部分只需验证映射
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：
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是一个满同态，后半部分是第一同构定理的直接推论.

定理2.7（第二同构定理）  设W1、W2是线性空间V的两个子空间，则

（W1＋W2）∕W2  ≌ W1∕（W1∩W2）.

证明：令
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：W1→（W1＋W2）∕ W2，这里
[image: image133.wmf]a

→
[image: image134.wmf]a

＋W2. 按通常的代数方法，可证
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＝W1∩W2，由同态基本定理，W1∕（W1∩W2）≌（W1＋W2）∕ W2.
3. 若干应用

应用线性空间的第二同构定理，我们可得线性代数中的一个著名维数公式.

定理3.1  设W1，W2是有限维线性空间V的两个子空间，则

dim（W1＋W2）＝dimW1＋dimW2－dim（W1∩W2）.

证明：由定理2.7，（W1＋W2）∕W2≌W1∕（W1∩W2），于是dim（（W1＋W2）∕ W2）＝dim（W1∕（W1∩W2））. 由命题1.3知dim（W1＋W2）－dim W2＝dimW1－dim（W1∩W2）.

应用线性空间的同态基本定理，我们可得线性代数中的另一个著名的维数公式.

定理3.2  设f是数域P上线性空间V到V’的同态映射，dimV＝n，则

dim ker f＋dim Im f ＝n .

证明：由推论2.6，Im f ≌V∕kerf，于是dim Im f＝dim（V∕ker f）.由命题1.3，可得

dim Im f ＝n－dim ker f.

注：定理3.1与3.2用传统的方法（参见一些高等代数、线性代数教材）来证明则比较繁杂，在这里我们看到，它们本质上是第一、二同构定理的直接推论.

定理3.2有两个有用的推论：

推论3.3  设V是数域P上有限维线性空间，σ、τ是V上的自同态（线性变换），则

dim Im（στ）＝dim Im（τ）－dim（Im（τ）∩ker（σ））.

证明：将σ限制在子空间Im（τ）上，知σ| Im（τ）是Im（τ）到V的一个同态映射，由定理3.2，

dim（ker（σ）∩Im（τ））＋dim Im（στ）＝dim Im（τ）.

推论3.4  设A, B是数域P上m×n, n×m矩阵，则

r（AB）＝ r（B）－dim（R（B）∩N（A））

                      ＝ r（A）－dim（R（AT）∩N（BT））

这里R(B)＝{X | BY＝X，Y∈PS}，N(A)＝{X | AX＝0，X∈Pn}是Pn的子空间，r（A）为A的秩.

证明：将A限制在子空间R(B)上，则A可看成R(B)到R(A)的一个同态映射，其像为R(AB)，核为R(B)∩N(A)，于是由定理3.2，

dim（R（B）∩N（A））＋dim R（AB）＝dim R（B）.

由于dim R（AB）＝r（AB），dim R（B）＝r（B），故有：

                r（AB）＝r（B）－dim（R（B）∩N（A））.……………………（*）

因为r（AB）＝r（（AB）T）＝r（BT AT），r（A）＝r（AT），将BT AT应用到（*）式，可得：

r（AB）＝r（A）－dim（R（AT）∩N（BT））.

利用推论3.3和3.4，可证明一些著名不等式.

例1  证明Sylvester不等式

r（A）＋r（B）－n≤r（AB）≤min{ r（A），r（B）}，

其中A为n列，B为n行.

证明：由推论3.4，有r（AB）＝r（B）－dim（R（B）∩N（A））. 因为n－r（A）＝dim N(A)≥dim（R（B）∩N（A））≥0，所以

r（AB）＝r（B）－dim（R（B）∩N（A））

                    ≥r（B）－（n－r（A））

                    ＝r（A）＋r（B）－n.

又由推论3.4，显然有r（AB）≤r（B），r（AB）≤r（A）.

例2  证明Frobenius不等式

r（ABC）≥r（AB）＋r（BC）－r（B）.

证明：由推论3.4，

r（ABC）＝r（BC）－dim（R（BC）∩N（A）），

r（AB）＝r（B）－dim（R（B）∩N（A）），

两式相减得：

r（ABC）＝r（AB）＋r（BC）－r（B）＋dim（R（B）∩N（A））－dim（R（BC）∩N（A））.因为R（BC）
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 R（B），所以dim（R（B）∩N（A））－dim（R（BC）∩N（A））≥0，因此

r（ABC）≥r（AB）＋r（BC）－r（B）.

例3  设σ，τ都是数域P上n维线性空间V上的线性变换，证明

dim ker（στ）≤dim ker（σ）＋dim ker（τ）.

证明：由定理3.2及推论3.3，

dim Im（στ）＝dim Im（τ）－dim（Im（τ）∩ker（σ）），

dim Im（στ）＋dim ker（στ）＝n，

dim Im（τ）＋dim ker（τ）＝n.

于是，有

dim ker（στ）＝dim ker（τ）＋dim（Im（τ）∩ker（σ））.

                      ≤dim ker（τ）＋dim ker（σ）.

例4  设σ是数域P上n维线性空间V上的线性变换，证明

dim Im（σ2）＝dim Im（σ）当且仅当Im（σ）
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 ker（σ）＝V.

证明：由推论3.3，dim Im（σ2）＝dim Im（σ）－dim（Im（σ）∩ker（σ）），于是dim Im（σ2）＝dim Im（σ）当且仅当dim（Im（σ）∩ker（σ））＝0, 当且仅当Im（σ）∩ker（σ）＝{0}. 又由定理3.2，dim Im（σ）＋dim ker（σ）＝n，故可得dim Im（σ2）＝dim Im（σ）当且仅当Im（σ）
[image: image139.wmf]Å

 ker（σ）＝V.
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